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図1: Swirling-type micro‐bubble nozzle
Benjamin は渦崩壊は超臨界から亜臨界に至る流れであり,エネルギー損失を伴うとした [1]. 一





なる.以上のことから,本研究では,Keller \mathrm{J}. \mathrm{J} . ら [2, 3] の渦崩壊の理論に沿って解析を行う.
本論文の構成は以下の通りである.第2.1節では,旋回流ジェッ トの開き角が180度以上の場












Keler J. J. らにしたがって,支配方程式は,無次元化された非粘性軸対称定常流の渦度保存則
(B‐H 方程式)
(\displaystyle \frac{\partial^{2}}{\partial r^{2}}-\frac{\partial}{r\partial r}+\frac{\partial^{2}}{\partial z^{2}}) $\Psi$=F, F\equiv r^{2}\frac{dH}{d $\Psi$}-C\frac{dC}{d $\Psi$} (1)
を用いる (Bragg and Hawthorne (1950)). ただし,
ru=C( $\Psi$) , v=-\displaystyle \frac{1}{2}\frac{\partial $\Psi$}{r\partial z}, w=\frac{1}{2}\frac{\partial $\Psi$}{r\partial r} . (2)
ここで,  $\Psi$ は流れ関数,  z は軸対称軸, r は z軸に直交する半径方向距離, u, v, w はそれぞれ z軸
周り, r 方向, z 方向の流速, H( $\Psi$) はベルヌーイ定数, C( $\Psi$) および H( $\Psi$) は流線上で一定であ
り,境界を通過する流線については境界条件から決定される.また, z, r はノズル出口の半径 R )
 $\psi$ は  $\psi$_{f}\equiv WR^{2}/2, H は $\psi$_{j}^{2}/が, C は R$\psi$_{f} で無次元化されている.結果的に,固体渦の場合には,
F=4S_{q}^{2}(r^{2}- $\Psi$) , S_{q} 、 =R $\Omega$/W となる.ここで,  $\Omega$ は固体渦の角速度,  S_{q} はスワールパラメータ
である.式(2) の v, w において,係数が1/2となっているのは,流速を W, 流れ関数を $\psi$_{f} で無次
元化したことによる.さらに,Rankine渦の支配方程式は,渦核の外で S_{q}=0 とおく ことで表現
される.
漸拡する管路における渦崩壊の近似解を求めるために,流れ関数の z 方向の変化率が r 方向の
変化率に比べて無視できると仮定する.このとき,B‐H方程式は,
\displaystyle \frac{\partial^{2} $\Psi$}{\partial r^{2}}-\frac{\partial $\Psi$}{r\partial r}+4\overline{S}_{q}^{2}( $\Psi$-r^{2})=0 (3)
となり,一般解は Bessel関数を用いて表すことができる.管路の半径を rb , 渦核の半径を r_{c}, 渦
あり渦なしの境界面を r=r_{i} , 空洞半径を r_{a} とおく と,境界条件は流量の連続性より
$\Psi$_{rot}(r_{a})=0, $\Psi$_{rot}(r_{i})=r_{c}^{2} , (4)
$\Psi$_{irrot}(r_{b})=1, $\Psi$_{irrot}(r_{i})=r_{c}^{2} , (5)
となり,上記の境界条件を満たす解は次式で与えられる.
$\Psi$_{rot}=r^{2}+\displaystyle \frac{r}{ri}\frac{(r_{c}^{2}-r_{i^{2}})N_{1}(2r_{a}\overline{S}_{q})+r_{a}r_{i}N_{1}(2r_{i}\overline{S}_{q})}{J_{1}(2r_{i}\overline{S}_{q})N_{1}(2r_{a}\overline{S}_{q})-J_{1}(2r_{a}\overline{S}_{q})N_{1}(2r_{i}\overline{S}_{q})}J_{1}(2r\overline{S}_{q})
-\displaystyle \frac{r}{ri}\frac{(r_{c}^{2}-r_{i^{2}})J_{1}(2r_{a}\overline{S}_{q})+r_{a}r_{i}J_{1}(2r_{i}\overline{S}_{q})}{J_{1}(2r_{i}\overline{S}_{q})N_{1}(2r_{a}\overline{S}_{q})-J_{1}(2r_{a}\overline{S}_{q})N_{1}(2r_{i}\overline{S}_{q})}N_{1}(2r\overline{S}_{q}) , (6)
$\Psi$_{irrot}=\displaystyle \frac{r_{b^{2}}r_{c}^{2}-r_{i^{2}}+(1-r_{c^{2}})r^{2}}{r_{b^{2}}-r_{i^{2}}} , (7)
ここで,下付き添字の rot およびirrot は,それぞれ渦あり,渦なし流れの解を表す.自由表面
の半径 r_{a} , 渦度の不連続面の半径 $\gamma$_{i} は,Keller にしたがって,流速の連続条件 (natural boundary
condition)
\displaystyle \frac{\partial$\Psi$_{rot}}{r\partial r}|_{r=r_{a}}=0, \frac{\partial$\Psi$_{rot}}{r\partial r}|_{r=r_{i}}=\frac{\partial$\Psi$_{irrot}}{r\partial r}|_{r=r_{i}} (8)
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から決定される.非定常運動の場合には,界面における圧力の連続条件で置き換える必要がある.
以上の解から, r_{c}, rb を与えて r_{i} および r_{a} を求めれば,局所的な流速場が計算される.Batchelor
にしたがって, r_{b} が z の弱い関数であるとすれば,漸拡管路における渦崩壊の解が得られる.本
研究では,管路出口がテーパー状のときの渦崩壊を解析するために,管路半径を
rb=1+B_{s}\displaystyle \{1+\mathrm{t}\Re \mathrm{A}($\delta$_{s}z)\}+\frac{B}{ $\delta$}[ $\delta$ z+\log\{2\cosh( $\delta$ z)\}] (9)
で与える.この関数は,
rb=1+2B_{8}+2Bz as z\rightarrow+\infty, r_{b}=1 as  z\rightarrow-\infty (10)
を満たす.上記のパラメータ  B, B_{s},  $\delta$ および  $\delta$_{s} を連続的に変化させることで,テーパーを有しな
い解をニュートン ラプソン法の初期値とすれば,テーパーを有する解を解析接続により求める
ことが可能となる.
さて, r_{b}=1 でsupercritical なRankine渦は,管路が漸拡すると管軸上に淀み点を持ち,その後




\displaystyle \frac{\partial$\Psi$_{r\mathrm{o}t,up}}{r\partial r}|_{r\rightarrow 0}=2+2\overline{S}_{q}\frac{r_{c}^{2}-r_{\dot{l}}^{2}}{r_{i}J_{1}(2\overline{S}_{q}r_{i})}=0, \overline{S}_{q}=\frac{S_{q}}{r_{\mathrm{c}}} (12)
となる.上式と式(8) の第2式を満たす r_{b} を与える z で淀み点が生じる.淀み点が生じると,そ
れより下流では hollow core vortex となるため, r_{a}\neq 0 の解から渦崩壊の解が構成される.
まず,淀み点における解の特性を見るために, S_{q} と r_{i} の関係式 (12) をプロットすると,淀み
点では r_{i}/r_{c}>1 であるため,渦崩壊の解を構成するためには, S_{q}<1.9が必要であることがわか
る.次に,natural boundary condition:
\displaystyle \frac{\partial$\Psi$_{rot,u\mathrm{p}}}{\partial r}|_{r=r_{i}}=\frac{\partial$\Psi$_{irrot,up}}{\partial r}|_{r=r_{i}} (13)
から, r_{i}, rb を r_{c} の関数として求める.
平行管路において以上の解をニュートン ラプソン法の初期値として用いることで収束性を担
保し,管壁がテーパーとなるパラメータ B を 0から増加させることで,急拡管路の渦崩壊の解を
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図2: Steady vortex‐breakdown solutions with different taper angles for S_{\mathrm{q}}=1.
自由表面近傍の流れ関数  $\Psi$ を  z-zF の幕級数で展開すると
 $\Psi$=y$\eta$^{2}\displaystyle \sum_{n=0}^{\infty}a_{ $\eta$}(y)$\eta$^{n},  $\eta$\equiv z-z_{F}(y) , y\equiv\frac{r^{2}}{2} (14)
となる.ここで,自由表面は流線であり,また流速が 0であることから,  $\Psi$ は  $\eta$ の二次のオーダ
を持つ.上式の係数  a_{n}(y) を求めるため,B‐H方程式 (1) に変数変換  $\eta$=z-z_{F}(y) を行い,変数
を z から  $\eta$ に変換すると
\displaystyle \{1+2y(\frac{dz_{F}}{dy})^{2}\}\frac{\partial^{2} $\Psi$}{\partial$\eta$^{2}}-4y\frac{dz_{F}}{dy}\frac{\partial^{2} $\Psi$}{\partial y\partial $\eta$}-2y\frac{d^{2}z_{F}}{dy^{2}}\frac{\partial $\Psi$}{\partial $\eta$}
+2y\displaystyle \frac{\partial $\Psi$}{\partial y^{2}}+4\overline{S}_{\mathrm{q}}^{2} $\Psi$-8\overline{S}_{q}^{2}y=0 (15)
となる.上式に (19) を代入し  $\eta$ の寡でまとめ各幕の係数を  0 とおく と,匂の再帰関係式は次式で
与えられる.
a_{0}=\displaystyle \frac{4\overline{S}_{q}^{2}}{1+2y(^{\underline{d}z}dyA)^{2}} , (16)




/\displaystyle \{(n^{2}+3n+2)\{1+2y (\frac{dz_{F}}{dy})^{2}\}\} . (18)
上式から,すべての a_{n}, n=0 , 1, . . . は dz_{F}/dy およびその高階の微係数のみで決定されることが
わかる.ただ,淀み点周りの解が自由表面形状 z = ZF(ののみで決定されるためには, z_{F}(y) がす
5
べての y\geq 0 に対して  c\infty となることが必要である.実際,本研究で対象とする自由表面は,滑ら
かであり,かつ,固体境界と接していないため,  ZF(y)\in C^{\infty} at y=0が成立すると考えられる.
式(19) の最低次の近似式は, c を定数として
 $\Psi$=cr^{2}z^{2} (19)
とおく ことができる.一方で,固体渦では,  C( $\Psi$)=ru=S_{q} $\Psi$ より,式(2) を考慮すると
 u=cS_{q}z^{2}r, v= −czr, w=cx^{2} (20)






流出側境界は式 (10) で与えられる.方程式 (1) の漸近解を求めるために,図3のように境界接
線方向に \ell 座標,法線方向に  n座標を取ると,
r=r_{b}(\ell)-n\sin $\alpha$, z=zb(\ell)+n\cos $\alpha$, rb(\ell)=l\cos $\alpha$, z_{b}(\displaystyle \ell)=\ell\sin $\alpha$-\frac{1+2B_{s}}{2B} , (21)
となる.上記の座標変換 (r, z)\rightarrow(n, \ell) により,方程式 (1) は
\displaystyle \frac{\partial^{2} $\Psi$}{\partial\ell^{2}}+\frac{\partial^{2} $\Psi$}{\partial n^{2}}-\frac{1}{p_{\cos $\alpha$-n\sin $\alpha$}}(\frac{\partial $\Psi$}{\partial\ell}\cos $\alpha$-\frac{\partial $\Psi$}{\partial n}\sin $\alpha$)-4\tilde{S}_{q}^{2}\{(\ell\cos $\alpha$-n\sin $\alpha$)^{2}-4\}=0 (22)
に変換される.境界条件は,
 $\Psi$(\displaystyle \ell, 0)=1,  $\Psi$(l_{F}, n)=0, \frac{\partial $\Psi$}{\partial n}(\ell_{F}, n)=0 (23)
である.ここで, n=nF は自由表面を表す.
さて,  r\rightarrow\infty における解が, \ell 方向に緩やかに変化し,  n方向に急激に変化するとすれば,
 $\Psi$(\ell,n)=$\Psi$_{0}( $\epsilon$ l, n/\mathrm{e})+\mathrm{e}^{2}$\Psi$_{2}( $\epsilon$ P, n/ $\epsilon$)+\cdots , n_{F}=n_{F0}+$\epsilon$^{2}n_{F2}+\cdots , (24)
とおく ことができる.ここで,  $\epsilon$ は摂動パラメータで微小量を表す.式(24) を式 (1) に代入し,  $\epsilon$
の幕乗の項で整理すると,
\displaystyle \frac{\partial^{2}$\Psi$_{0}}{\partial n^{2}}-4\tilde{S}_{q}^{2}P^{2}\cos^{2} $\alpha$=0 (25)
\displaystyle \frac{\partial^{2}$\Psi$_{2}}{\partial n^{2}}+\frac{\sin $\alpha$}{\ell\cos $\alpha$}\frac{\partial$\Psi$_{0}}{\partial n}+4\tilde{S}_{q}^{2}($\Psi$_{0}+2Pn\cos $\alpha$\sin $\alpha$)=0 (26)
となる.上記の近似は \ell\cos $\alpha$\gg n\sin $\alpha$ の下で成立し,  $\alpha$\simeq $\pi$/2 の場合には適用されないことに
注意する.また,境界条件は式 (23) より
$\Psi$_{0}(P, 0)=1, $\Psi$_{0}(\displaystyle \ell, n_{F0})=0, \frac{\partial$\Psi$_{0}}{\partial n}(\ell, n_{F0})=0 , (27)
$\Psi$_{2}(\ell, 0)=0,
$\Psi$_{2}(\displaystyle \ell, n_{F0})+n_{F2}\frac{\partial$\Psi$_{0}}{\partial n}(l, n_{F0})=0, \frac{\partial$\Psi$_{2}}{\partial n}(\ell, n_{F0})+n_{F2}\frac{\partial^{2}$\Psi$_{0}}{\partial n^{2}}(\ell, n_{F0})=0 (28)
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\rceil \displaystyle \frac{\vdash 2B_{s}}{2B}
z=z_{b}(l
図3: Local coordinates in \ell-n plane
となる.以上の式 (25) -(28) の解は,次式で与えられる.
 $\Psi$_{0}(\ell, n)=1-2\sqrt{2}\tilde{S}_{q}nP\cos cy+2\tilde{S}_{q}^{2}n^{2}\ell^{2}\cos^{2} $\alpha$ , (29)
 $\Psi$_{2}(\displaystyle \ell, n)=\frac{\sqrt{2}\tilde{S}_{q}n}{2l}\sec $\alpha$+\tilde{S}_{q}n^{2}(-2\tilde{S}_{q}+\sqrt{2}\sin $\alpha$)
+\displaystyle \frac{\sqrt{2}}{3}\tilde{S}_{q}^{2}n^{2}\ell(4\tilde{S}_{\mathrm{q}}-3\sqrt{2}\sin $\alpha$)\cos $\alpha$-\frac{2}{3}\tilde{S}_{q}^{4}n^{4}P^{2}\cos^{2} $\alpha$ , (30)
 n_{F0}=\displaystyle \frac{\sqrt{2}\sec $\alpha$}{2\tilde{S}_{q}l} ) (31)
n_{F2}=\displaystyle \frac{(\sqrt{2}\tilde{S}_{\mathrm{q}}+6\sin $\alpha$)\sec^{3} $\alpha$}{24\tilde{S}_{q}^{2}l^{3}} . (32)
上記の解は,  $\alpha$\rightarrow $\pi$/2 では発散するため近似解とはならない.この解の適用範囲を,微分方程式
の誤差および  $\alpha$= $\pi$/2 のときの厳密解と比較することで同定する.図4(a) は,  $\epsilon$ の2次まで考慮
した近似解を基礎方程式 (1) に代入し,方程式中の主要項 \partial^{2} $\Psi$/\partial n^{2} で割ることで定義した誤差を
示す. r_{b} >2 で誤差は,1 %以下となる.また,hollow core の半径 r_{a} も  r_{b}\geq  1.5 で,一様流の
解にほぼ一致することがわかる.以上の結果より,ここで求めた漸近解は,  $\alpha$<7 $\pi$/16 の広い範
囲で適用可能であると考えられる.
2.1.3 定常流の数値計算
Keller \mathrm{J}. \mathrm{J} . らは,自由境界値問題を簡易に処理するために,未知関数  $\Psi$を変数とする座標変換
(  r=r(z,  $\Psi$)) を行って,B‐H方程式を数値的に解いた.本研究では,屈曲角  $\theta$ が90度を超える
場合も扱うため,  $\Psi$=const . に直交する座標系  $\Phi$= const. を次式
 $\Lambda$\displaystyle \frac{\partial $\Phi$}{\partial r}+\frac{\partial $\Psi$}{\partial z}=0,  $\Lambda$\frac{\partial $\Phi$}{\partial z}-\frac{\partial $\Psi$}{\partial r}=0 (33)
を満たすように導入し,さらに  $\Psi$,  $\Phi$ を独立変数として解析を行う.ここで,  $\Lambda$ はスケールファク
ターであり,B‐H方程式 (1) を満たすように決定される.変数変換 (r, z)\rightarrow( $\Psi$,  $\Phi$) を行うと,式
(33) は
 $\Lambda$\displaystyle \frac{\partial z}{\partial $\Psi$}+\frac{\partial r}{\partial $\Phi$}=0,  $\Lambda$\frac{\partial r}{\partial $\Psi$}-\frac{\partial z}{\partial $\Phi$}=0 (34)
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(a) Error of the asymptotic solution in eq.(l).
臆
f^{r_{b}}
(b) Hollow core radius. Broken line: uniform
flow solution, sohd line: the asymptotic solu‐
tion.
図4: Error Estimate of the asymptotic solution Here,  $\alpha$=7 $\pi$/16, \tilde{S}_{\mathrm{q}}=1.
となる.また,B‐H方程式 (1) は,上記の変換を適用することで  $\Psi$ の微係数のみを含む方程式
\displaystyle \{(\frac{\partial r}{\partial $\Psi$})^{2}+ (\frac{\partial z}{\partial $\Psi$})^{2}\}^{-1}(\frac{1}{ $\Lambda$}\frac{\partial $\Lambda$}{\partial $\Psi$}-\frac{1}{r}\frac{\partial r}{\partial $\Psi$}) =F (35)
に変換される.上式は  $\Lambda$ の  $\Psi$ に関する微係数のみで表されるため,常微分方程式を解くことで未
知関数  $\Lambda$ を陽的に求めることができ,
 $\Lambda$=r\displaystyle \exp[\int^{ $\Psi$}\{(\frac{\partial r}{\partial $\Psi$})^{2}+(\frac{\partial z}{\partial $\Psi$})^{2}\}Fd $\Psi$] , (36)
となる.渦なし流れの場合は F=0 であり,  $\Lambda$= const. \times r が解となる.
さて,自由流線上では流速が 0 となるため
v=-\displaystyle \frac{\frac{\partial z}{\partial $\Psi$}}{r\{(\frac{\partial r}{\partial $\Psi$})^{2}+(\frac{\partial z}{\partial $\Psi$})^{2}\}}=0, w=\displaystyle \frac{\frac{\partial r}{\partial $\Psi$}}{r\{(\frac{\partial r}{\partial $\Psi$})^{2}+(\frac{\partial z}{\partial $\Psi$})^{2}\}}=0 at  $\Psi$=0 (37)
が成り立つ.ここで,自由流線上で  $\Psi$=0 とした.式(37) が成立するためには,境界条件は
\displaystyle \frac{\partial z}{\partial $\Psi$}\rightarrow\infty, \frac{\partial r}{\partial $\Psi$}\rightarrow\infty (38)
となる.この境界条件の特異性を除去するために,Keller J. J. らは,  $\Psi$ から  $\Psi$^{1/2} に変数変換を
行った.自由流線近傍の級数解を求めることで,彼らの方法を論証する.
自由表面の流線を z=z_{0}(r) ,  $\Phi$ の値を  $\Phi$_{0}(r) とおく と,自由流線上で流速が 0 となる条件から
自由流線近傍の解は,次式で与えられる.
 $\Psi$\displaystyle \approx\frac{F|_{ $\Psi$=0}}{2\{1+(_{\partial r}^{\underline{\partial}z} $\Delta$)^{2}\}}(z-z_{0})^{2},  $\Phi$\displaystyle \approx$\Phi$_{0}(r)+\frac{\frac{\partial}{\partial}$\Delta$_{\frac{\partial}{\partial}}}{\{1+(\frac{\partial}{\partial}zrp)^{2}\}}(z-z_{0}) ,  $\Lambda$\displaystyle \approx\frac{F|_{ $\Psi$=0}}{\frac{\partial}{\partial} $\Phi \Delta$,r}(z-z_{0}) (39)
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上式から逆関数の微係数を計算すると,  $\Psi$\propto (z - z0) 2, \displaystyle \frac{\partial r}{\partial $\Psi$}, \displaystyle \frac{\partial z}{\partial $\Psi$}\propto(z-z\mathrm{o})^{-1},  $\Lambda$\propto(z-z_{0}) , \displaystyle \frac{\partial $\Lambda$}{\partial $\Psi$}\propto
(z-z\mathrm{o})^{-1} を得る.以上のことから,
r=r(s,  $\Phi$) , z=z(s,  $\Phi$) ,  $\Lambda$=s $\lambda$(s,  $\Phi$) , s=\sqrt{ $\Psi$} (40)
とおく と, \displaystyle \frac{\^{o} r}{\partial s}, \displaystyle \frac{\partial z}{\partial s} , 釜は有限値となり,式(38) の特異性が除去され,最終的な表示式は次式となる.
s(\displaystyle \frac{\frac{\partial $\lambda$}{\partial s}}{ $\lambda$}-\frac{\frac{\partial r}{\partial s}}{r}) =\frac{1}{2}\{(\frac{\partial r}{\partial s})^{2}+(\frac{\partial z}{\partial s})^{2}\}\mathrm{F}-1 , (41)
\displaystyle \frac{\partial r}{\partial $\Phi$}+\frac{ $\lambda$}{2} \frac{\partial z}{\partial s}=0, \frac{\partial z}{\partial $\Phi$}-\frac{ $\lambda$}{2} \frac{\partial r}{\partial s}=0 . (42)
式(41) で s\rightarrow 0 の極限を取ると,自由表面の境界条件
\displaystyle \frac{1}{2}\{(\frac{\partial r}{\partial s})^{2}+(\frac{\partial z}{\partial s})^{2}\}\mathrm{F}-1=0 at s=0 (43)
が得られる.また,壁面形状を  $\Gamma$(r, z)=0 とおく と,壁面上の境界条件は,
 $\Gamma$(r, z)=0 , at s=s_{b} (44)
となる.最後に, \hat{ $\lambda$} には1つの境界条件を課すことができ,本研究では
 $\lambda$=$\lambda$_{b}= const., at s=s_{b} (45)
とする.以上をまとめると境界条件は,図5で与えられる.
式(41) }よ,第1式から  $\lambda$ を境界条件 (45) のもとで解き,結果を式 (42) に代入すれば,  r と z に













直交曲線座標系 (s,  $\Phi$,  $\theta$) におけるオイラーの運動方程式を導く.この座標系における線要素ベ
クトル  $\delta$\vec{r} は,
 $\delta$\vec{r}=h_{8} $\delta$ s\vec{e}_{s}+h_{ $\Phi$} $\delta \Phi$\vec{e} $\Phi$+h_{ $\theta$} $\delta \theta$\vec{e} $\theta$ (46)
と置く ことができる.ここで,
\displaystyle \vec{e}_{s}=\frac{(\frac{\partial r}{\partial s},\frac{\partial z}{\partial s})}{h_{s}}, e_{ $\Phi$}^{\rightarrow}=\displaystyle \frac{(\frac{\partial r}{\partial $\Phi$},\frac{\partial z}{\partial $\Phi$})}{h_{ $\Phi$}}, h_{s} |(\displaystyle \frac{\partial r}{\partial s}, \frac{\partial z}{\partial s})|, h_{ $\Phi$}=|(\displaystyle \frac{\partial r}{\partial $\Phi$}, \frac{\partial z}{\partial $\Phi$})|, h_{ $\theta$}=r, (47)
勇は  $\theta$ 方向の単位ベクトル, (r, z) は式 (41), (42) で定義される (s,  $\Phi$) の関数である.流体の加速
度ベクトル \vec{a} は,速度ベクトルを \vec{u} とおく と
\displaystyle \vec{a}=\frac{\partial\vec{u}}{\partial t}+\vec{u}\nabla\vec{u}, (48)
\vec{u}=u_{s}菟十 u_{ $\Phi$}\vec{e}_{ $\Phi$}+u_{ $\theta$}\vec{e}_{ $\theta$} , (49)
\displaystyle \nabla=\vec{e}_{s}\frac{\partial}{h_{8}\partial s}+\vec{e}_{ $\Phi$}\frac{\partial}{h_{ $\Phi$}\partial $\Phi$}+\vec{e} $\theta$\frac{\partial}{h_{ $\theta$}\partial $\theta$} (50)
となる.基底ベクトルの微分を基底ベクトルの線形和で表すことで, s,  $\Phi$,  $\theta$ 方向の運動方程式を
求めることができる.また,連続の式は
\nabla . ŭ = \displaystyle \frac{1}{h_{s}h_{ $\Phi$}}\{\frac{\partial}{\partial s}(h_{ $\Phi$}h_{ $\theta$}u_{s})+\frac{\partial}{\partial $\Phi$}(h_{ $\theta$}h_{s}u_{ $\Phi$})+\frac{\partial}{\partial $\theta$}(h_{S}h_{ $\Phi$}u $\theta$)\}=0 (51)
で与えられる.
定常流の安定性を調べるため,解を定常解と変動成分の線形和で表わす.
u_{8}= $\epsilon$ A_{ $\epsilon$}\exp(\mathrm{i}m $\theta$-i $\omega$ t) , (52)
u $\Phi$=u $\Phi$ 0+ $\epsilon$ A_{ $\Phi$}\exp(im $\theta$-\mathrm{i} $\omega$ t) , (53)
u $\theta$=u $\theta$ 0+ $\epsilon$ A_{ $\theta$}\exp(im $\theta$-i $\omega$ t) , (54)
p=p_{0}+ $\epsilon$ A_{p}\exp(im $\theta$-i $\omega$ t) . (55)
ここで,  $\epsilon$ は摂動パラメータ,  m は周方向波数,  $\omega$ は各周波数である.上式をオイラーの運動方程式
に代入し  $\epsilon$ を  0 とおき整理すると,基本流の方程式
\displaystyle \frac{\partial}{\partial $\Phi$}(h_{s}h_{ $\theta$}u_{ $\Phi$ 0})=0 (56)
-\displaystyle \frac{\partial h_{ $\Phi$}}{h_{ $\Phi$}\partial s}u_{ $\Phi$ 0^{2}}-\frac{\partial h_{ $\theta$}}{h_{ $\theta$}\partial s}u_{ $\theta$ 0^{2}}=-\frac{\partial p_{0}}{\partial s} (57)
u $\Phi$ 0\displaystyle \frac{\partial u_{ $\Phi$ 0}}{\partial $\Phi$}-\frac{\partial h_{ $\theta$}}{h_{ $\theta$}\partial $\Phi$}u $\theta$ 0^{2}=-\frac{\partial p_{0}}{\partial $\Phi$} (58)
\displaystyle \frac{\partial}{\partial $\Phi$}(h_{ $\theta$}u $\theta$ 0)=0 (59)
となる.ここで,流線上では s= const. であるため, s 方向流速 u_{s0} は 0 となることに注意する.
未知関数 u_{ $\Phi$ 0}, u $\theta$ 0, p_{0} , および, u_{s0}=0 となるための拘束条件に対する方程式である.具体的
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には,式(56), (58) および(59) は,それぞれ質量保存則,ベルヌーイの定理,循環の保存則を与え,
 $\Phi$ で積分すると次式が得られる.
 u_{ $\Phi$ 0}=\displaystyle \frac{\tilde{Q}(s)}{h_{s}h_{ $\theta$}}, u_{ $\theta$ 0}=\frac{\tilde{C}(s)}{h_{ $\theta$}}, \tilde{H}(s)=p_{0}+\frac{1}{2}(u $\Phi$ 0^{2}+u_{ $\theta$ 0^{2}}) . (60)
ここで, \tilde{Q}(s) , \tilde{C}(s) , \tilde{H}(s) は積分定数で sのみの関数であり,上流側の境界値から決定される.dead
water領域の圧力を 0 とおく と,自由境界 s=0が淀み点を通過するとき, H(0)=0 となる.ま
た,  $\Psi$ は流量の次元を持ち,  $\Psi$=s^{2} および境界条件より, \tilde{Q}=s となる.式(60) を式 (57) に代
入すると, u_{8}0=0 を満たす条件,すなわち  $\Phi$ が流れ方向の座標である条件として,
\displaystyle \frac{\partial}{\partial s}(\ln\frac{h_{s}h_{ $\theta$}}{\tilde{Q}h_{ $\Phi$}}) =(\tilde{C}\tilde{C}'-\tilde{H}'h_{$\theta$^{2}})(\frac{h_{s}}{\tilde{Q}})^{2} , (61)
が得られる.本節の直交曲線座標系では, s は流線に直交する方向の座標であるが,現時点では
流れ関数  $\Psi$ の任意関数である.式(42) にしたがって,直交曲線座標系の直交条件を  $\lambda$ を使って表
すと
 h_{ $\Phi$}=\displaystyle \frac{ $\lambda$}{2}h_{s} , (62)
であり,さらに, h_{ $\theta$}=r および \mathrm{Q}=s とおく と,最終的に式 (61) から式 (41) が導かれる.
式 (52) -(55) をオイラーの運動方程式に代入し  $\epsilon$ の1次の項を取り出すことで,変動成分の支配
方程式が得られる.変動成分に対する連続式およびオイラーの運動方程式を,それぞれ第1行およ
び第2行以下に配置し,行列表記すると
\displaystyle \mathrm{M}_{\mathrm{s}}\frac{\partial \mathrm{q}}{\partial \mathrm{s}}+\mathrm{M}_{ $\Phi$}\frac{\partial \mathrm{q}}{\partial $\Phi$}+\mathrm{M}\mathrm{q}=0 . (63)
\mathrm{q}\equiv{}^{\mathrm{t}}(A_{p}, A_{8}, A_{ $\Phi$}, A_{ $\theta$}) (64)
ここで,未知関数 \mathrm{q} は,  s- $\Phi$ 座標系における摂動流速の振幅,〆は行列の転置を意味する.また,
式(63) の係数行列は, \mathrm{e}_{\mathrm{s}}, \mathrm{e}_{ $\Phi$} および \mathrm{e}_{ $\theta$} 方向の運動方程式から決定され,次式で与えられる.
\mathrm{M}_{\mathrm{s}}= \left\{\begin{array}{llll}
0 & \frac{\mathrm{l}}{h_{ $\epsilon$}} & 0 & 0\\
\frac{\mathrm{l}}{ph_{8}} & 0 & 0 & 0\\
0 & 0 & 0 & 0\\
0 & 0 & 0 & 0
\end{array}\right\} , \mathrm{M}_{ $\Phi$}= \left\{\begin{array}{llll}
0 & 0 & \frac{1}{h_{ $\Phi$}} & 0\\
0 & -\mathrm{u}_{h_{ $\Phi$}}4\not\subset & 0 & 0\\
\frac{1}{ $\rho$ h_{ $\Phi$}} & 0 & \underline{u}_{h}p_{ $\Phi$} $\alpha$ & 0\\
0 & 0 & 0 & -u_{h_{ $\Phi$}}\mathrm{B} $\alpha$
\end{array}\right\} (65)
また,
\mathrm{M}= [i\displaystyle \frac{000m}{ $\rho$ h_{ $\theta$}} -i $\omega$+\frac{\frac{\frac{\partial}{\partial $\epsilon$}(h_{ $\Phi$}h_{ $\theta$})}{\frac {}{}\mathrm{a}_{8}^{\partial^{-\text{∽^{}\mathrm{u}}\mathrm{n}+}}(h_{ $\Phi$}u_{ $\Phi$ 0})i^{m_{h_{ $\theta$}}}h_{\partial}h_{ $\Phi$}h_{ $\theta$}}}{\frac{\frac{\partial}{\partial_{5}}(h_{ $\theta$}u_{ $\theta$ 0})h_{ $\delta$}h_{ $\Phi$}}{h_{8}h_{ $\theta$}}}\vec{\mapsto}^{\mathrm{u}}\underline{ $\Phi$-}\partial hh_{8}h_{ $\Phi$} -i $\omega$-p_{h_{ $\Phi$}^{\mathrm{L}}}^{u}\frac{+\frac{\frac{\partial}{\partial $\Phi$}(h_{ $\theta$}}{-\partial $\Phi$\frac{\mathrm{a}_{u_{ $\Phi$ 0}}^{h_{ $\theta$}}h_{ $\epsilon$})}{8h_{ $\Phi$}}\frac{}{}\partial u_{ $\theta$ 0})i\frac{\rightarrow mu_{ $\theta$ \mathrm{O}}\underline{s_{\partial h}h}_{ $\Phi$}h}{(h_{ $\theta$}h_{ $\theta$}}+h2}}{h_{ $\Phi$}h_{ $\theta$}}\underline{\partial}\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{p} -\mathrm{i}$\omega$^{-\rightarrow\frac{m4_{u} $\theta \theta$ 0}{8h_{ $\theta$}}}+i^{mu}- $\Delta \Lambda$\mapsto\frac{ $\Phi$ 0}{ $\theta$}-2^{\underline{\partial}}\rightarrow\leftarrow^{u}\underline{ $\theta$ 0}2^{\underline{\mathrm{a}}_{ $\Phi \theta$}}i\frac{}{hh,hh}hh_{+^{\frac{\partial h}{B_{h}}$\Delta$_{u}}} ] (66)
となる.上式で
u $\theta$ 0=\displaystyle \tilde{u} $\theta$ 0+\frac{h_{ $\theta$} $\omega$}{m} (67)
とおく と,  $\omega$ を陽に含まない表式となり,  $\omega$ が実数の時は回転座標系における定常流の解を与える.
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2.2.2  r=0 (s=0,  $\Phi$<0) における方程式
定常流の流線に直交する曲線座標系では,対称軸近傍の流速を軸周放射方向成分で表記す
ることによる制約条件が存在し,さらに対称軸 s=0, r=0上でスケールファクターが 0 となる
ために運動方程式が特異性を持つ.
まず,圧力 p は等方的なため  $\theta$ に依存せず,また  r=0軸上の軸方向流速  u $\Phi$ も対称性から  $\theta$ に
依存しない.さらに, (u_{s}, u_{ $\theta$}) を対称軸に垂直な面内のデカルト座標系における流速を (u, v) で表
すと, u_{s}=u\cos $\theta$+v\sin $\theta$,  u_{ $\theta$}=u\sin $\theta$+v\cos $\theta$ となる.流速 (u, v) は対称軸 r=0上で一定値と
なることから, u_{s} および u_{ $\theta$} はsin  $\theta$ と \cos $\theta$ の線形関数となる.以上のことから,式 (52) \sim(55) に
おいて,擾乱は以下の条件を満足する必要がある.
A_{\mathrm{p}}=A_{ $\Phi$}=0 at s = 0&  $\Phi$ <0 , form=1,
A。 =A_{ $\theta$}=0 at s = 0&  $\Phi$ <0 , form=0,
A_{p}=A。 =A_{ $\Phi$}=A_{ $\theta$}=0 at s=0 &  $\Phi$<0 , for m\neq 0 , 1. (68)
つぎに,.撹乱方程式 (63) において, h_{ $\theta$}\rightarrow 0, u $\theta$ 0\rightarrow 0, ass\rightarrow 0 とすると,連続式および周方向
運動方程式から,それぞれ
imh, A_{ $\theta$}+\displaystyle \frac{\partial h_{ $\theta$}}{\partial s}A_{s}=0 at s = 0&  $\Phi$ <0 , (69)
imA_{p}=0 at s=0 &  $\Phi$<0 , (70)
が得られる.
以上のことから,例えばm=1 のモードの場合は,対称軸 r=0 上で A_{p}=A_{ $\Phi$}=0 である.こ
のとき,撹乱方程式 (63) の第3式は
ih_{s}A_{ $\theta$}+\displaystyle \frac{\partial h_{ $\theta$}}{\partial s}A_{s}=0 at s = 0&  $\Phi$ <0 (71)
となる.
2.2.3 自由表面の境界条件
擾乱に対する境界条件は4つであり,  $\Phi$=0 における流入条件,  $\Phi$\rightarrow\infty における流出条件,ま
た,  s=1 における固体壁上の流線条件,最後に,  s= $\epsilon \eta$ における dead water境界の運動学的お
よび力学的条件である.変数  s および  $\Phi$ における境界条件の数は,それぞれ行列 \mathrm{M}_{s} および \mathrm{M}_{ $\Phi$}
の階数に等しい.
まず,dead water境界の運動学的条件および力学的条件は,
\displaystyle \frac{D}{Dt}(s- $\epsilon \eta$)|_{s= $\epsilon \eta$}, p|_{s= $\epsilon \eta$}=0 , (72)
である.境界変位が微小な場合を対象とするため,
 $\eta$=A_{ $\eta$}( $\Phi$)\exp(im $\theta$-i $\omega$ t) , (73)
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とおく と,式(72) から,
A_{s}-u_{ $\Phi$ 0\frac{\partial A_{ $\eta$}}{\partial s}}+(i $\omega$-imu_{ $\theta$ 0}+\displaystyle \frac{\partial u_{s0}}{\partial s})A_{ $\eta$}=0 \mathrm{a}\dot{\mathrm{t}}s=0 , (74)
A_{p}+\displaystyle \frac{\partial p_{0}}{\partial s}A_{ $\eta$}=0 at s=0 (75)
となる.上式から A_{ $\eta$} を消去し,natural boundary conditions: u_{ $\theta$ 0}(0,  $\Phi$)=u_{ $\Phi$ 0}(0,  $\Phi$)=0 , を考慮
すると
\displaystyle \frac{\partial p_{0}}{\partial s}A_{s}- (i $\omega$+\displaystyle \frac{\partial u_{s0}}{\partial s})A_{p}=0 at s=0 (76)
が得られる.さらに,式(57) から \partial p_{0}/\partial s|_{s=0}=0 より,境界条件は,
A_{p}=0 at s=0, A_{s}=0 at s=1 (77)
となる.
2.2.4 擾乱方程式の解法
擾乱方程式 (63) は主流の流線に沿う座標系で記述されているため, s一微分を含む,連続式と s
方向の運動方程式,及び, s微分を含まない  $\Phi \theta$ 方向の2本の運動方程式から成る.すなわち,
\displaystyle \frac{\partial}{\partial s}(h_{ $\Phi$}h_{ $\theta$}A_{8})+\frac{\partial}{\partial $\Phi$}(h_{8}h_{ $\theta$}A_{ $\Phi$})+imh_{s}h_{ $\Phi$}A_{ $\theta$}=0 (78)
(-i $\omega$+im\displaystyle \frac{u_{ $\theta$ 0}}{h_{ $\theta$}}+\frac{\partial h\vec{\partial $\Phi$}^{u_{ $\Phi$ 0}}}{h_{s}h_{ $\Phi$}})A_{s}+\frac{u_{ $\Phi$ 0}}{h_{ $\Phi$}}\frac{\partial A_{s}}{\partial $\Phi$}-\frac{2_{\partial_{S}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}}^{\underline{\partial}h}u_{ $\Phi$ 0}}{h_{s}h_{ $\Phi$}}A_{ $\Phi$}-\frac{2_{\partial_{8}^{ $\Delta$}}^{\underline{\partial}h}u $\theta$ 0}{h_{s}h_{ $\theta$}}A_{ $\theta$}+\frac{1}{ $\rho$}\frac{\partial A_{p}}{h_{s}\partial s}=0(79)
(-\displaystyle \mathrm{i} $\omega$+i\frac{mu_{ $\theta$ 0}}{h_{ $\theta$}}+\frac{\underline{\partial}_{A^{u}\partial$\Phi$^{q}}}{h_{ $\Phi$}})A_{ $\Phi$}+\frac{u_{ $\Phi$ 0}}{h_{ $\Phi$}}\frac{\partial A_{ $\Phi$}}{\partial $\Phi$}+\frac{\frac{\partial}{\partial s}(h_{ $\Phi$}u_{ $\Phi$ 0})}{h_{s}h_{ $\Phi$}}A_{s}-\frac{2_{ $\Phi$}^{h}\frac{\partial}{\partial} $\Delta$ u_{ $\theta$ 0}}{h_{ $\Phi$}h_{ $\theta$}}A_{ $\theta$}+\frac{1}{ $\rho$}\frac{\partial A_{p}}{h_{ $\Phi$}\partial $\Phi$}=((80)
(-i $\omega$+i\displaystyle \frac{mu_{ $\theta$ 0}}{h_{ $\theta$}}+\frac{\frac{\partial}{\partial}h $\Delta \Phi$^{u_{ $\Phi$ 0}}}{h_{ $\Phi$}h_{ $\theta$}})A_{ $\theta$}+\frac{u_{ $\Phi$ 0}}{h_{ $\Phi$}}\frac{\partial A_{ $\theta$}}{\partial $\Phi$}+\frac{\frac{\partial}{\partial s}(h_{ $\theta$}u_{ $\theta$ 0})}{h_{s}h_{ $\theta$}}A_{s}+i\frac{m}{ $\rho$ h_{ $\theta$}}A_{p}=0 (81)
となる.ここで,式(81)では,角運動量の保存則 (59) から A_{ $\Phi$} の項は消去されている.以上4本の
方程式は,平行流の線形安定性理論で現れる基礎式と類似している.すなわち,主流に横断方向の
未知関数が A_{s}, A_{\mathrm{p}} で,これらの支配方程式は式 (78), (79) である.一方で,未知関数 A_{ $\Phi$}, A_{ $\theta$} は,
式(80), (81) から A_{8}, A_{\mathrm{p}} の関数であり,これらの方程式は  $\Phi$ 微分のみを含むため,  $\Phi$ 方向の境界
条件のみから決定される.具体的には,式(80) から  A_{ $\theta$} を代数的に求め,式(81) \ovalbox{\tt\small REJECT}こ代入することで,
A_{ $\Phi$} の  $\Phi$ に関する2階の微分方程式が得られる.この方程式の  $\Phi$ 微分を離散化し代数的に解く と
 L[A_{ $\Phi$}]=M_{$\Phi$_{8}}L[A_{S}]+M_{ $\Phi$ p}L[A_{p}] , (82)
L[A_{ $\theta$}]=M_{ $\theta \Phi$}L[A_{ $\Phi$}]+M_{ $\theta$ s}L[A_{s}]+M_{ $\theta$ p}L[A_{p}] (83)
となる.ここで, L[f] は,離散化後の節点における関数 fの値を表す列ベクトルであり, s の関数で
ある.次に,式(78), (79) も変数  $\Phi$ に関して離散化し,式(82)及び (83) を代入すると,  L[A_{s}], L[A_{\mathrm{p}}]
に関する s の常微分方程式系
M_{ss}\displaystyle \frac{dL[A_{s}]}{ds}+M_{ $\epsilon$ 1}L[A_{S}]+M_{p1}L[A_{p}]=0 , (84)
M_{ps}\displaystyle \frac{dL[A_{p}]}{ds}+M_{s2}L[A_{s}]+M_{p2}L[A_{\mathrm{p}}]I=0 (85)










一様となる場合を取り扱う.本渦崩壊の問題では,  $\Phi$\rightarrow-\infty では固体渦,  $\Phi$\rightarrow\infty では準平行流と
なる.この場合には,無限遠方で擾乱方程式の解析解を求めることができるため,境界条件を厳密
に指定することができる.
流出領域  $\Phi$\rightarrow\infty における擾乱のオーダーは,
 A_{s}=\sqrt{ $\Phi$}\tilde{A}_{s}, A_{ $\Phi$}=\displaystyle \frac{2^{3/4}iS_{q}^{3/2}\sqrt{\cos $\alpha$}}{\sqrt{2}k_{\ell}S_{q}s- $\omega$} $\Phi$\tilde{A}_{s}, A_{ $\theta$}=\displaystyle \frac{2i\sqrt{2}S_{q}^{2_{S}}}{\sqrt{2}k_{\ell}S_{q}s- $\omega$}\sqrt{ $\Phi$}\tilde{A}_{s}, A_{\mathrm{f}}= $\rho$\tilde{A}_{\mathrm{p}} (86)
となる.ここで,Ãの項のオーダーは1, 勧は  $\Phi$ 方向の距離  p における波数で
k_{l}=2^{5/4}S_{q}^{1/2}\sqrt{\cos $\alpha$}$\Phi$^{1/2}k_{ $\Phi$} , (87)
で与えられている.すると,
( $\omega$-\displaystyle \sqrt{2}k_{\ell}S_{q}s)\frac{d\tilde{A}_{8}}{ds}+\sqrt{2}kpS_{q}\tilde{A}_{s}=0 , (88)
i2^{1/4}\displaystyle \sqrt{S_{\mathrm{q}}\cos $\alpha$}\frac{d\tilde{A}_{p}}{ds}+( $\omega$-\sqrt{2}k_{\ell}S_{q}s)\tilde{A}_{s}=0 , (89)
となる.上式を境界条件 A_{p}|_{s=0}=0, A_{s}|_{s=1}=0 の下で解く と,
 $\omega$=2^{7/4}S_{q}^{3/2}\sqrt{\cos $\alpha$}$\Phi$^{1/2}k_{ $\Phi$}, A_{s}=\sqrt{2}k_{\ell}S_{q}(s-1)\sqrt{ $\Phi$} (90)
が得られる.結果的に,式(88) は s=1 に特異点を持つが,固有関数は滑らかな解を与える.
一方で,固体渦領域の擾乱方程式は,
\displaystyle \tilde{ $\omega$}^{2}s\frac{d}{ds}(s\frac{dA_{p}}{ds})+\{-m^{2}\tilde{ $\omega$}^{2}+4k_{ $\Phi$}^{2}(4S_{q}^{2}-\tilde{ $\omega$}^{2})s^{2}\}A_{p}=0 (91)
A_{s}=\displaystyle \frac{-2imS_{\mathrm{q}}}{(4S_{q}^{2}-\tilde{ $\omega$}^{2})s}A_{p}+\frac{i\tilde{ $\omega$}}{4S_{q}^{2}-\tilde{ $\omega$}^{2}}\frac{dA_{p}}{ds} (92)
の \equiv $\omega$-(2k_{ $\Phi$}+mS_{q}) (93)
となる.境界条件 A_{p}|_{s=0}=0, A_{\mathrm{S}}|_{s=1}=0 の下で解く と,固有値方程式
 $\beta$\tilde{ $\omega$} (疏 -1( $\beta$)-J_{m+1}( $\beta$)) -4mS_{q}J_{m}( $\beta$)=0,  $\beta$=2k_{ $\Phi$}\sqrt{\frac{4S_{\mathrm{q}}^{2}}{\tilde{ $\omega$}^{2}}-1} (94)
が得られる.上式で,  $\Phi$ 方向の波数梅は  z方向の波数砺と砺 =2編の関係にあることに注意する.
以上のことから,流入流出側の境界条件は,固有関数が \exp(ik_{ $\Phi$} $\Phi$) に比例するとして,与える
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